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1 Uvod

Znanje o ponasanju fluida se primjenjuje u raznim podrucjima poput meteorologije,
astrofizike, vulkanologije, oceanografije i mnogih industrija. Poznavanje fizike fluida otkriva nam
kakvo ¢e sutra biti vrijeme, kako se ponasa svemir, omogucuje izradu visokoefikasnih strojeva kao sto
su motori, hidrauli¢ki alati, poboljSava svojstva prijevoznih sredstava i donosi nam sate razonode u

obliku vizualno dotjeranih filmova i igara.

Svemir nije prakticno u potpunosti opisati nizom diferencijalnih jednadzbi, ali je moguce to
napraviti za pojedine njegove dijelove i na taj nacin do neke mjere predvidjeti kako ¢e se ti dijelovi
ponasati. Clause-Louis Navier i George Gabriel Stokes su izveli jednadzbe koje opisuju kretanje fluida i
postavili osnovu za mnoge oblike simulacija i analiza raznih problema u kojima je bitno poznavati

kako se plinovi i tekucine ponasaju.

U ovome su radu opisani postupci simulacije fluida koriSteni prvenstveno u industriji zabave
za potrebe razvoja animiranih filmova i raunalnih igara. Razlog je Sto produkti tih grana industrije
pruzaju najbolji dokaz kvalitete pojedinih postupaka. Simulacije za druge sustave poput
meteoroloskih ili industrijskih su daleko egzaktnije, ali i zahtjevnije te njihovi rezultati kojiput ne

pruzaju mogucnost jednostavne vizualizacije.

Racunalna dinamika fluida

Na podrucju simulacije fluida je bitno spomenuti racunalnu dinamiku fluida (CFD, engl.
Computational Fluid Dynamics) kao granu mehanike fluida koja koristi numericke metode i algoritme
kako bi se rijesili i analizirali problemi koji ukljucuju tokove fluida. Temelj skoro svih CFD problema su
spomenute Navier-Stokesove jednadzbe, izvedene Eulerove jednadibe i jednadibe punog

potencijala.

Za rjesavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi (PDJ) se koriste razne metode, ovisno o

fluidu koji se simulira i o okruzenju za koje se simulira:

¢ metode konacnih volumena, jednadibe se rjeSavaju nad diskretnim kontrolnim
volumenima.

¢ metode konacnih elemenata, tehnike rjeSavanja PDJ koje eliminiraju diferencijalne
jednadzbe u potpunosti ili ih svode na jednostavne diferencijalne jednadzbe.

¢ metode konacnih razlika, jednostavne za implementirati, a temelje se na zamjeni
diferencijalnih jednadzbi sa jednadZbama konacénih razlika kao aproksimacijama derivacija.

¢ metode grani¢nih elemenata, rjesavaju PDJ izrazene u obliku integrala.

e razne druge metode...



2 Fizikalna i matematicka pozadina

U radu sa simulacijom fluida je potrebno Siroko znanje raznih podrucja, alata i metoda iz
fizike i matematike. Osim osnovnih jednadzbi fluida, nuzno je objasniti kako se promatra prostor

fluida, koji se grani¢ni uvjeti koriste, kako se rjeSavaju sustavi prisutni u jednadzbama fluida i sli¢no.

2.1 Fizika fluida

Kretanje fluida je moguce opisati skupom jednadzbi, a ovisno o vrsti fluida i podrucju
primjene koriste se razni oblici. U simulacijama za potrebe racunalne grafike se koriste jednadzbe

koje opisuju nestlacivi tok, a to su Navier-Stokesove i jednostavnije Eulerove jednadzbe.

Navier-Stokesove jednadZbe

Neka na fluid sastavljen od Cestica (elementa) mase m djeluje sila Fi uzrokuje akceleraciju a:
F=ma
Akceleracija je promjena vektora brzine i &estice fluida u vremenu duZ nekog puta koji

R - " - . - D -
Cestica opisuje. Zato se akceleracija opisuje materijalnom derivacijom ot (detaljnije u 2.5):

LY

Sile koje djeluju na fluid su poznate:

e gravitacija, odnosno vanjska sila. (mg )
* sila tlaka kao gradijent tlaka po volumenu fluida. (—=VVp )
e sila uzrokovana viskoznom prirodom cestica. Viskoznost je najjednostavnije shvatiti

kao teZnju (silu) ujednacavanju brzine &estice sa brzinama okolnih &estica. ( VnV34)

Uvodenjem rastava sila uz oznake V za volumen i za dinamicku viskoznost fluida:

D . .
Mmoo =mg = VVp + VnV2u

U daljnjem razmatranju se pretpostavlja kako broj Cestica raste u beskonacnost, a samim
time njihova masa i volumen tezZe nuli pa te varijable treba nekako zamijeniti. S tim na umu, svojstvo
koje bolje opisuje fluid je gustoca, jer obuhvaéa volumen i masu. Dijeljenjem sa volumenom i potom

gusto¢om p dobiva se:

Du . -
mos=mg —VVp +VnV3i /:V
D,l_'i - 2—)
Ppr=PI—Vp+nV u/ip



i _ 1V+V2“’
Dt_g pp vV<u

Gdje je v kinematicka viskoznost. Zadnja formula je upravo onaj oblik Navier-Stokesove
jednadZzbe momenta koji je pogodan za koriStenje u simulacijama. Izraz za materijalnu derivaciju se

moze raspisati i nakon male raspodjele dobiva se izraz uobicajen u literaturi:

u 1
—+4+U-Vi+-Vp=g+vViu
ot P r=9
Druga Navier-Stokesova jednadZba proizlazi iz pretpostavke da je fluid nestlaciv i da se utjecaj
temperature moze zanemariti. Nestlacivost znaci da se volumen kroz vrijeme ne mijenja, tj. polje

brzina fluida ne divergira:
Vi=0

Ovom se jednadibom takoder jamci i o€uvanje mase. OCuvanje volumena i mase je bitno za

postupke simuliranja jer se na taj nacin implicitno ostvaruje dojam realnosti.

Zajedno, te dvije jednadzbe opisuju nestlacivi tok koji pretpostavlja nepromjenjivost gustoée
fluida unutar infinitezimalnog volumena koji se giba brzinom fluida i da je divergencija brzine fluida

nula.
Eulerove jednadzZbe
Ako nije potrebno simulirati iznimno viskozne tekudine ili se simulacije odvijaju na veéim

razinama gdje se utjecaj viskoznosti ne primjecuje, izraz za viskoznost se moze izbaciti iz jednadzbe

momenta (Bridson, 2008). Takve jednadzbe fluida se zovu Eulerove jednadzbe:

Di_ . 1.
Vi = 0

Opravdanje ovog postupka je u smanjenju koli¢ine racunanja tamo gdje detalj nije nuzan, ali i
¢injenica da kojiput numericka greska nastala pri racunanju Eulerovih jednadzbi stvara efekte koje bi

inace objasnili kao viskozno ponasanje.

Stlacivi tok

Ako se gustoca fluida znakovito mijenja s promjenom tlaka kao na primjer kod udarnih
valova, ponasanje fluida opisujemo stlacivim tokom. Indikatori stlaivog toka su Machov broj koji je
za ovu vrstu toka vedi od 0.3 i velike promjene tlaka. Za opis ovakvih tokova koriste se jednadzbe

punog potencijala. Daljnje razmatranje ne ulazi u opseg ovog seminara.



2.2 Pristup prostoru

Postoje dva nacina opisivanja ili poimanja prostora fluida, Eulerova reSetka i Lagrangeov
Cesti¢ni pristup. Rijec je o pristupima fluidu koji se u neizmjerno malim dimenzijama svode na isto, ali
kako neogranicen memorijski prostor nije mogué ni praktican, potrebno je znanje o oba pogleda,

njihovim prednostima i manama.

Pristupima je zajednicko promatranje fluida kao skupa cestica, a svaka Cestica mozZe biti
opisana nekakvim fizikalnim svojstvom ¢ koje moze biti vektorsko, skalarno ili tenzorsko. Sveukupno

ta svojstva Cine polje fizikalne velic¢ine ®.

2.2.1 Lagrangeov cesticni pristup
Fluid je niSta drugo nego velik broj molekula koje vrSe medusobnu interakciju stoga ovaj
pristup modelira fluid upravo tako, kao skup &estica. Cestice nose razna svojstva i dvije Eestice ne

mogu zauzimati isti prostor u isto vrijeme.

Pozicija Cestice je funkcija vremena tj. x; = x;(t), brzina Cestice je vremenska derivacija
pozicije, a akceleracija vremenska derivacija brzine. Fluid predstavlja materijalni volumen Vy,(t,) sa
beskonacnim brojem ¢estica u pocetnom trenutku t,. Pocetna pozicija svake Cestice je y; = x;(t,) pa

je pozicija ¢estica nakon proteklog vremena t ovisna o pocetnoj poziciji x; = x;(y;, t).

Za neko polje svojstva fluida @ takoder vrijedi ® = dD(yj,t), a promjenu tog svojstva kroz

vrijeme opisujemo materijalnom derivacijom:

D _ 9 (y;, 1) ID(y;, t)

-— +u;(y;, t
Dt at yi=konst. l(yl ) GYL'

t=konst.

U Cesticnom sustavu ne postoji promjena pocetnih pozicija dy; pa je materijalna derivacija

samo parcijalna derivacija po vremenu za Lagrangeov Cesticni pristup:

Do 9®(y;, t)|
Dt ot |,

i=konst.
Ovo je bitno za rjesavanje Navier-Stokesovih jednadzbi jer za Cesti¢ni pristup nije potrebno

rjeSavati advektivhu promjenu svojstva.

2.2.2 Eulerovaresetka

Svakoj tocki prostora se u svakom vremenskom trenutku pridruzuje fizikalno svojstvo one
Cestice fluida koja se u promatranom trenutku nalazi u promatranoj tocki prostora. Rezultat je polje
fizikalne veli¢ine ili svojstva izrazeno prostornim koordinatama. Eulerov pogled je najjednostavnije

shvatiti kao promatranje fluida u nekim odredenim fiksnim to¢kama prostora — tockama na resetci.



Ovaj pristup je ¢eséi u racunalnoj grafici jer je lakSe rjeSavanje prostornih derivacija koje se
nalaze u Navier-Stokesovim jednadzbama (pritisak i viskoznost), a takoder je jednostavnija i njihova
numericka aproksimacija na fiksnim pozicijama. Nedostatak je nuzna diskretizacija prostora pa nagle i
detaljne promjene u fluidu ne dolaze do izrazaja. Najbitnija razlika u odnosu na Lagrangeov pristup je

nacin na koji se neko svojstvo na poziciji u reSetci mijenja i o cemu ta promjena ovisi.

Cestice y;j mozemo pratiti kroz vrijeme t za pojedini element resetke x; kao y; = y; (x;,t), a

taj izraz za t daje pocetni poloZaj one Cestice koja se u t nalazi na resetci u x;.

Za neko polje svojstva fluida @ tada vrijedi:

o = (D(y], t) = cb(yj(xir t)r t) = q)(xi' t)

Uzevsi u obzir da se fluid promatra samo u tockama resetke, ovaj izraz govori kako su svojstva
u tim tockama zavisna o Cesticama koje se gibaju poljem brzina u(x,t). Stoga prema definiciji

materijalne derivacije vrijedi:

D® 0d(x;,t 0D (x;, t
Dt ot xj=konst. axi

t=konst.

Prvi dio desne strane izraza opisuje lokalnu promjenu svojstva u tocki resSetke, a drugi dio

opisuje advektivnu brzinu promjene svojstva koja nastaje zbog gibanja Cestica oko tocke resetke.

MAC-resetka

Resetka markera i éelija (MAC, engl. Marker-and-Cell grid) je nacin rasporedivanja podataka
za Eulerovu podjelu prostora. U simulacijama fluida je cesto potrebno radunati centralne diference
koje u uobicajenoj raspodjeli podataka mogu unijeti gresku u sustav. MAC-reSetka smanjuje gresku

nastalu racunanjem centralne diference mijenjanjem rasporeda podataka (Bridson, 2008).

Razli¢ite varijable su spremljene na razli¢ita mjesta pa se tako za potrebe dinamike fluida u
srediStima Celija reSetke pamte vrijednosti tlaka, a na granicama ¢elija se pamte vrijednosti brzina sa
polovi¢nim indeksima kao Sto je prikazano na slici 1. Brzina je rastavljena po komponentama

u= (u,v).

Ovakva raspodjela omogucuje koristenje tocnije centralne diference za racunanje gradijenta
tlaka i divergencije polja brzine pri rjeSavanju jednadzbi fluida. Umjesto uobicajenog izraza se koristi

se izraz sa polovi¢nim indeksima:

(a_u) _ Yit1 — Ui
ox/; 2Ax

(au) B Yl T
ox/; Ax



Di j+1

Di-1,j Pi,j Dij-1
]

Slika 1. MAC-resetka

Osim tlaka, u reSetci se mogu pamtiti i druge vrijednosti, ali u opéenitom slucaju tlak i brzina

su jedini potrebni, posebice kada se gustoca i temperatura smatraju konstantnima.

2.3 Granicni uvjeti

Za potrebe simulacije u bilo kakvom prostoru i sa bilo kakvim jednadZbama potrebno je
odrediti ponasanje fluida na granicama. Ako granica nije dobro definirana fluid se nece ispravno
ponasati i moguci su razni artefakti u simulaciji. Postoji viSe vrsta granica, ovdje su navedene neke od
cescih.

Cvrsti zid

Fluid ne tece uili iz povrSine veé je njegova brzina na granici jednaka brzini granice. To znaci

da relativna brzina izmedu fluida i granice ima normalu nula, odnosno da su normale brzina iste:
Ufuid™ = Upovrsinal
Ovaj je uvjet najlakSe shvatiti kao da se cestice fluida najblize povrsini pocinju gibati
tangencijalno, a ne lijepe se za povrsinu (engl. no-stick).

Pri modeliranju viskozne tekucine koja ée prijanjati uz ¢vrstu povrsinu, a nece kliziti (engl. no-
slip) potreban je drugaciji uvjet, takozvani Neumannov uvjet. Jednostavno izrazeno, brzina fluida

treba biti jednaka brzini povrsine:
Ufuid = Upovriina

Ovi se uvjeti su primjenjivi i u slu€aju interakcije dva fluida, a posebice onda kada se ti fluidi

ne mijesaju. Bitno je samo da su brzine na granicama iste.



Slobodna povrsina

Ovim je uvjetom opisano ponasanje fluida kada na njega djeluje konstantan okomiti napor, a
ne djeluje paralelni napor. Najbolji primjer je granica izmedu povrsine vode i zraka, gdje zrak djeluje
okomito tlakom na vodu. Kako bi se izbjeglo nepotrebno modeliranje fluida zraka iznad nekog

tekuceg fluida pretpostavlja se utjecaj tog zraka kao povrsinska napetost.

Povrsinska napetost je odupiranje fluida vanjskim silama i samim time teZnja smanjivanju
povrsine fluida odnosno zakrivljenosti povrsSine fluida. Vanjska sila je utjecaj tlaka zraka, a moze biti

bilo koja druga sila poput udara na povrsini ili plutaju¢eg predmeta. U stanju balansa vrijedi:

Ap = yk
Razlika tlaka na granici ¢e uzrokovati srednju zakrivljenost povrSine k na fluidu sa

koeficijentom povrsSinske napetosti y.

Ako nije bitno modelirati povrSinsku napetost, kao vrijednost tlaka iznad slobodne povrsine

koristi se proizvoljna konstanta. Takav uvjet slobodne povrsine naziva se Dirichletov.

Periodi¢na granica
Ako se fluid nalazi u prostoru Ciji se elementi periodicki ponavljaju, nije potrebno modelirati
Citav prostor ve¢ samo onaj njegov dio koji se ponavlja. Primjerice, za fluid koji se giba u torusu, nije

potrebno modelirati cijeli torus, ve¢ samo jedan njegov dio.

Granica dva fluida

Na ponasanje fluida u ovakvoj situaciji djeluje vise faktora vezanih uz prijelaz iz jednog fluida
u drugi. Brzine fluida se mogu modelirati prema granicama ¢vrstog zida, a tangencijalne brzine mogu
biti nepovezane pri neviskoznom toku. O postojanju povrSinske napetosti ovisiti ée skok u tlakovima.

Potrebno je razmotriti i moguénost mijesanja fluida.

2.4 Razna matematika
U nastavku ovog odjeljka su navedeni i objasnjeni neki pojmovi iz matematike koji ne

pripadaju u odredenu kategoriju, ali je nuzno njihovo poznavanje za rad sa simulacijama fluida.

Materijalna derivacija
Ova derivacija se koristi za opis promjena neke vrijednosti prilikom gibanja duz nekog puta
brzinom u. Prema definiciji materijalna derivacija za neku vrijednost g je:
Dqg dq dq
Dt ot ' “ox
Prvi dio izraza opisuje promjenu vrijednosti kroz promjenu vremena, a drugi dio izraza opisuje

promjenu vrijednosti u ovisnosti o kretanju (advekcija).



Courant-Friedrichs-Lewy uvjet (CFL)

Problem sa simulacijama fluida je odabir dobrog vremenskog koraka At koji ¢e jamciti
konvergiranje diferencijalnih jednadzbi. Ako nije odabran dobar vremenski korak simulacija ¢e postati
nestabilna. Kako promjena svojstava ovisi o brzinama i poziciji ¢estica fluida, vremenski korak mora
ovisiti isto o toj domeni. Za jednu dimenziju uvjet glasi:

ulAt
<

—<C
Ax —

Konstanta C ovisi o jednadzbi koja se rjeSava, a ne o Ax i At.

U slucaju Eulerove reSetke ogranienje za stabilnost sustava mora biti takvo da element

fluida ne moze preskociti ¢eliju resetke. Tako formulirano, uvjet za vremenski korak je:

AT
At<C

T |Umaxl

Sirina Celije je AT, a |Uy,qy| je najvedi iznos brzine u redetci. Konstanta C je proizvoljna.

Podjela diferencijalnih jednadZbi

Pri rjeSavanju diferencijalne jednadZbe pojedine je njene dijelove jednostavnije ili bolje
rjeSavati razlicitim algoritmima. Zato je korisno podijeliti jednadzbe na viSe manjih i rjesavati ih
odvojeno. U nekim je postupcima moguce pravilnim redoslijedom podjela ostvariti preduvjete za

ispravnije rjeSenje i rad ostatka algoritma.

Za opcenitu diferencijalnu jednadzbu:

W @+

7t~ @+ 9@
Moguce je izvrsiti podjelu i rjeSavanje Eulerovom metodom:

q' = qn + At~ f(qy)
An+1 =9 +At-g(q")
Ili ako imamo odredene metode rjeSavanja F i G:
q' = F(At, qy)
n+1 = G(At' q,)
2.5 Semi-Lagrangian metoda advekcije

Za rjeSavanje problema advekcije u Eulerovoj reSetci postoje razna rjeSenja, a najbolje i

najcesce koristeno je semi-Lagrangian metoda te je njeno pojasnjenje nuzno za razumijevanje nekih

postupaka.
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Ideja metode je da ¢e na mjesto X u vrijeme t + At doéi estica sa pozicije p(X, —At) pratedi
put p(X, s) kojeg definira polje brzina, kao 3to je prikazano na slici 2. NalaZenjem Cestice koja ¢e dodi
na mjesto X pronadena je i promjena bilo kakvog svojstva ovisnog o brzini. U postupku se ne stvaraju

niti ne postoje nikakve Cestice pa se zato metoda zove semi-Lagrangian.

Slika 2. Pracenje putanje cestice

Problem materijalne derivacije, odnosno advekcije nekog svojstva je oblika:

DO 9> 9P

Droar Va0

Obi¢nom Eulerovom integracijom bi se iz te jednadzbe izrazio &, i uvrStavanjem poznatih
vrijednosti izraCunala novu vrijednost svojstva. Nazalost, ovakav pristup je bezuvjetno nestabilan bez

obzira na to koliko je malen vremenski korak.

Zato je bolje koristiti semi-Lagrangian algoritam, koji je bezuvjetno stabilan ¢ak i za veliki

vremenski korak. Sastoji se od sljedecih koraka za sve éelije redetke sa pozicijom X:
v . d)? bnd Sl . v . ya vee
1. lzratunati — = u(x), brzinu estice u Céeliji.
2. Odrediti poziciju Cestice koja ¢e doci na mjesto X: X,ymix = X — Atii(¥).
3. Interpolirati novu vrijednost svojstva ®,,,; pomocu fputnik i vrijednosti svojstava
celija oko te pozicije.

Umjesto Eulerove integracije u koraku 2 je pozeljno koristiti neku drugu metodu poput

Runge-Kutta drugog ili viseg reda.
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3 Postupci u simulaciji fluida

Slijedi opis nekih postupaka koristenih za simulaciju fluida. Svaki od navedenih postupaka
poduprt je nizom c¢lanaka i radova koji potvrduju njihovu primjenjivost i korisnost. Vaino je
napomenuti kako ovo nisu sve osmisljene i dostupne metode, a jos bitnije je reci da vecina postupaka

koristi neke od elemenata fizike i matematike opisanih u prethodnom poglavlju.

3.1 Jednostavan Eulerov algoritam fluida

Algoritmi koji rade na principu podjele prostora Eulerovom resetkom Cesto slijede princip
opisan ovim algoritmom. Struktura podataka je proizvoljna, a MAC-reSetka je ocigledan izbor koji
daje dobre rezultate. S ciljem pojednostavljenja rjeSavanja, u primjeru se koriste Eulerove jednadzbe,

a izraze za viskoznost (kao i neke druge) je moguce dodati naknadno.

Nakon vremenske podjele prvog reda jednadzbe koje se rjeSavaju su:

Do
o =0 advekcija nekog svojstva fluida
ou
— =g utjecaj vanjskih sila
F
ou . .. y : :
T + [—)Vp =0 t.d. Vi=0 nestlacivost uz o€uvanje mase i volumena

Konaéno rjesSenje zahtjeva koriStenje algoritma za rjeSavanje advekcije poput semi-

Lagrangian metode i algoritma za rjeSavanje tlaka.
Ukupni algoritam prati sljedece korake:

1. |Inicijalizacija pogetnog polja brzina 1,
2. Ponavljaj za korakn = 0,1,2 ...
a. Odredi At
b. U, = advekcija(u,, At)
C. Uy =1y + Atu,
d. Upyq = tlak(At, Up)
Za rjeSavanje promjene tlaka i promjene brzine zbog promjene tlaka jedno od mogudih
rjeSenja je oblikovanje niza linearnih jednadzbi. To je moguce preko jednadzbe i uvjeta nestlacivosti

uz dodatnu primjenu granic¢nih uvjeta (Braley, 2009).

3.2 Hidrodinamika izgladenih Cestica

Ova metoda koristi Lagrangeov pristup prostoru, a pretpostavlja da Cestice fluida mijenjaju

svoja svojstva pod utjecajem drugih Cestica unutar nekog radijusa h. Utjecaj okolnih Cestica na
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pojedino svojstvo @ se 'izgladuje' pomocu jezgrenih funkcija. Svojstva koja se mijenjaju na taj nacin
se odabiru iz jednadzbi fluida pa je tako i ova metoda dobila svoje ime: hidrodinamika izgladenih

Cestica (SPH, engl. Smoothed particle hydrodynamics). Opceniti oblik racunanja svojstva je:
Pj
d(r) = 2 m; p—W(r —1,h)
- J
J

Funkcija se racuna za Cestice koje su unutar radijusa h od promatrane cestice na poziciji .
W (r — 13, h) je izgladujuca jezgra radijusa h. Ako je W parna i normalizirana, interpolacija je to¢nosti
drugog reda (Miiller, 2003). Pogodnost ovakvog racunanja svojstva je jednostavno racunanje raznih

derivacija svojstva. Potrebno je samo derivirati jezgru.

Fluid se najcesée dijeli u Cestice jednakih masa Sto znaci da se ovom metodom implicitno
jamci oCuvanje mase. Nedostatak ovog pristupa je Sto zahtjeva velik broj Cestica, a pritom fizikalna
tocnost nije kao u slucaju drugih metoda (posebice Eulerovih). Prednost je Sto ne treba rjesavati

sustav linearnih jednadzbi za racunanje tlaka, $to moZe biti zahtjevno.

lako je masa konstantna, gustoca Cestice se mijenja uzrokovano gibanjem fluida:
p(r) = 2 m;W(r —1;,h)
j

Jos jedan nedostatak ovog pristupa je nesimetri¢nost sila i problem sa o¢uvanjem momenta,
ali o detaljima rjeSenja tih problema u nastavku rada gdje je detaljnije opisana moguda

implementacija.

3.3 Sustav oprugai Cestica

Umjesto opisivanja fluida nizom diferencijalnih jednadzbi i radunanja promjena integracijama
raznih vrijednosti, fluid je moguce oblikovati kao skup Cestica povezanih oprugama (Clavet, 2005).
Cestice se pomicu ovisno o svojoj brzini, zatim se na njih primjenjuje utjecaj opruga, gustoce i sudara
s drugim cesticama. Na kraju vremenskog koraka racuna se promjena pozicije kao sljedeéa brzina

Cestice.

Ovaj pristup omogucduje brzu implementaciju i lakSe rjeSavanje nestabilnosti u sustavu. Dok u
drugim metodama treba paziti na pravilan vremenski korak, ovdje se poznavanje sila koje djeluju u

buducnosti koristi kako bi se nestabilno ponasanje sprijecilo ¢ak i uz veliki skok u vremenu.

Efekti i ponaSanje fluida poput viskoznosti, elasti¢nosti i plastinosti se lako ostvaruju
ubacivanjem, micanjem i mijenjanjem duljina opruga izmedu Cestica. Moguce je oblikovanje kapljica i
rastegnutih ploha fluida, a da je pritom zadrzana glatka povrsina. Prednosti postoje i kod simulacije

povrsinske napetosti, za koju nije potrebno racunati zakrivljenost povrsine fluida.
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4 Pracenje i vizualizacija povrSine

Nakon racunanja fluida potrebno je nekako odrediti njegovu povrSinu kako bi se mogao
prikazati. To nije jednostavan problem, posebice kada su elementi fluida rasprseni u Eulerovom ili
Lagrangeovom prostoru. RjeSenje su algoritmi pronalazenja, grupiranja i prikazivanja povrsine, a neki

od cescih, ne nuzno najboljih, su ukratko opisani u ovom poglavlju.

4.1 Marker Cestice

U Eulerov sustav se na pocetku simulacije na mjesto fluida ubacuju diskretne Cestice. Svaki
vremenski korak one se pomicu kroz polje brzina koje opisuje gibanje fluida. Prednost ovog pristupa
je lakse pracenje promjena u samoj resetci. Ako Cestica fluida ude u novu Celiju resetke, Celija se

oznacava kao puna, a ako sve Cestice napuste Celiju, oznacava se kao prazna.

Nedostatak ove metode je pri prskanju i Sirenju fluida, gdje nedovoljan broj marker Cestica
mozZe uzrokovati los prikaz. Problem je takoder i u prikazu Cestica odnosno same povrsine, sto

zahtjeva primjenu neke druge metode.

4.2 Metode razinskih skupova
Ove su metode cCesti alat odredivanja povrsine fluida koji se nalazi u prostoru opisanom
Eulerovom reSetkom. Trenutno su najbolji nacin realizacije glatkih povrsina u simulaciji fluida, ali su

skuplje od metoda koje generiraju implicitne povrsine.

ReSetka se prosiruje novom vrijednosti ¢ koja predstavlja vrijednost funkcije razinskog skupa
(engl. level set). Vrijedi da je ¢ = 0 za ¢eliju koja se nalazi na povrsini fluida, ¢ < 0 za celiju koja je

unutar fluida i ¢ > 0 za €eliju izvan fluida.

Za raunanje ¢ se koristi predznaéena funkcija udaljenosti koja vraéa udaljenost od najblize

tocke iz nekog skupa S:
Dy (%) = min||x — pl|
peS

Kada se ova funkcija primjeni na skup ¢elija koje Cine povrsinu fluida rezultat ¢e za proizvoljnu
celiju reSetke biti pozitivan ako je éelija izvan fluida odnosno negativna ako je éelija unutar fluida.

Postoje dvije metode rjeSavanja ove funkcije:

¢ Metoda brzog iteriranja — iterira prvo po najblizim, a onda po daljim tockama.

e Brzi prelet — ra¢una funkciju za najdalje tocke i rekurzivno rjeSava prema blizima.

Jednom izracunate vrijednosti razinskih skupova mogu se mijenjati advektivno kao i druga
svojstva fluida, ali taj postupak uvodi gresku u sustav. Rjesenje je nakon nekoliko iteracija ponovno

racunati vrijednosti razinskih skupova ili koristiti pomoéne cestice (Enright, 2002). Cestice se
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postavljaju uz povrsinu fluida, sadrze predznak koji je isti kao i predznak vrijednosti razinskog skupa
celije u kojoj se nalaze, a putuju poljem brzina kao marker Cestice. Ako Cestice udu u celiju sa krivim

predznakom, detektirana je greska i potrebna je korekcija ¢ vrijednosti.

4.3 Polje boja

Boja je definirana kao vrijednost koja je 1 tamo gdje je Cestica, a 0 tamo gdje nije Cestica. Za

neku tocku prostora r definirana je vrijednost boje, slicno kao u SPH metodi:

m.
cs(r) = Z—]W(r - rj,h)
— [
J
Povrsina fluida se detektira kao izopovrSina tamo gdje se dogadaju promjene u polju boja.
Cestica za koju gradijent boje poprima vrijednost ve¢u od neke unaprijed definirane konstante je

povrsinska Cestica. Gradijent boje ujedno daje i normalu povrsine, a preko laplasijana polja boja

racuna se mjera zakrivljenosti povrsine k.

4.4 Pokretne kocke
Ovaj algoritam generira poligonalnu mreze neke izopovrsine definirane trodimenzionalnim
skalarnim poljem. U simulaciji fluida koriste se Cestice ili tocke reSetke koje predstavljaju povrsinu

fluida kao to skalarno polje.

Algoritam iterira kroz skalarno polje, promatrajuéi osam prostorno susjednih tocaka (koji ¢ine
kocku) na temelju kojih odreduje poligone potrebne za predstavljanje tih to¢aka. Konadan skup
poligona Cini poligonalnu mrezu pogodnu za prikaz. Normale poligona se racunaju iz gradijenta

skalarnog polja.

Ekvivalentan algoritam za dvije dimenzije zove se pokretni kvadri.

4.5 Metakugle

Cestice koje ¢ine fluid se mogu opisati metakuglama. One su definirane funkcijom u n
dimenzija, koja opisuje kruzni prostor oko Cestice. Volumen definiran metakuglama je tamo gdje
suma funkcija metakugli ne prelazi odredeni prag. Funkcija koja opisuje povrsinu tog volumena je

tada:
; h

Jezgrena funkcija k je u stvari funkcija metakugle dok se parametrom h odreduje izgladenost
povrsine. Postoje razna poboljSanja temeljne ideje metakugli, a uglavhom se temelje na odabiru

dobre funkcije. U obzir dolaze razne polinomijalne ili radijalne bazne funkcije.
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5 Simulacija fluida u stvarnom vremenu

Za simulaciju fluida u stvarnom vremenu i u tri dimenzije potrebno je koristiti Cesti¢ne
metode. Ovisno o ukupnoj kompleksnosti sustava i efektima fluida koje ostvaruje moguée je sa
relativno velikim brojem Cestica ostvariti interaktivnu simulaciju. Kao primjer jedne takve simulacije u

nastavku je opisano koje sve metode i pristupe opisane u radu treba primijeniti (Barley, 2009).

Potrebno je poceti od jednadzbi koje definiraju ponasanje fluida:

au+* Vil 4 2Vp = § + VR
T u-vu pp—g vVeu

Vi=0

Kako je rije¢ o Lagrangeovom pogledu na prostor, izraz za advekciju i - Vil se moZe izbaciti iz

prve jednadzbe. |1z novonastale jednadibe mozemo izraziti akceleraciju preko sila:

aﬂ—*+ vii- -y
at—g vvVeu P p

- - 2 1
a=g+vv u—[—)Vp

- - 1
a=g+ ; (fviskoznost + ftiak)
Promjenu brzine je moguce izraCunati racunanjem tri sile. Prva je vanjska sila na fluid, koja je
poznata. Druga sila je uzrokovana viskoznom prirodom fluida. Treca sila je utjecaj tlaka. Ti se izrazi

mogu oblikovati i izracunati pomocu SPH jednadzbi za svojstva:

pi +pj
friaki = —Vp = —ij —Lyw(r, — 15, h)
. 2p;j
J
. — 1
fmlWWm—mm

fviskoznost,i = #Vzﬂ(ri) =u Z m;
j

U izrazu za tlak se koristi razlika tlakova izmedu dviju Cestica kako bi se postigla simetri¢nost
sila koja je problem u cesti¢nim metodama. U izrazu za viskoznost se koristi razlika brzina jer utjecaj

viskoznosti proizlazi iz razlike brzina, a ujedno se tako osigurava i simetri¢nost viskoznih sila.

Za racunanje sila potrebno je znanje o gustodi, tlaku, masi i brzini. Masa je uvijek konstantna
za svaku cesticu, a brzine se racunaju na kraju algoritma pomocu akceleracije. Gustoc¢a se racuna

prema ranije definiranom SPH izrazu:
pi(ry) = z m;W (r; — 13, h)
Jj
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Tlak se racuna na temelju gustoce preko izraza za idealni fluid. U pocetnim pretpostavkama o
prirodi fluida gustoca se smatrala konstantnom u bilo kojem djelu volumena fluida. Kako bi se

gustoca odrzavala na nekoj poéetnoj razini p, izraz za tlak sadrzi relativnu gustodu:

pi = k(p;i — Po)

Ovdje je k plinska konstanta fluida, ovisna o temperaturi. Sila tlaka ovisi o gradijentu polja

tlaka tako da relativna gustoca ne stvara negativan efekt u izracunu.

Prije zadnjeg koraka algoritma, raCunanja brzine i nove pozicije Cestice, potrebno je
razmotriti jo$ jednu silu, a to je povrsinska napetost kao uvjet slobodne povrsine. Koristeci polje boja

cs(1;) odreduju se povrsinske Cestice, normale povrsine i zakrivljenost povrsine.
Normala povrsine je gradijent polja:
n = Vcg

Sila zakrivljenost povrsine se odreduje iz laplasijana polja boja i konstante napetosti o:

fnapetost,i = _UVZCSW

Povrsinske Cestice su one Cestice za koje je iznos normale veéi od nekog praga |n| > [. Te

Cestice se oznacuju kao povrsinske i na njih se primjenjuje sila napetosti.

Konacno, akceleracija se racuna iz sume svih sila na Cesticu, ukljucujudi i vanjske sile poput

udara, gibanja i sli¢no:

- - 1
a=4g + /_) (fviskoznost + ftlak + fnapetost + fvanjska)

Za racunanje akceleracije i nove brzine pogodno je koristiti neku od metoda viseg reda koja
¢e bolje podnijeti i veéi korak integracije poput preskocne integracije ili Runge-Kutta metode. Kao
korak integracije mozZe se koristiti protok vremena izmedu crtanja na ekran, fiksni korak ili korak

odreden CFL uvjetom.

Crtanje povrsine vode moguce je napraviti projekcijom fluida u reSetku prostora ciji ce
¢vorovi biti oznaceni u blizini rubnih ¢estica. Nad fiksnom prostornom resetkom moguce je provesti
algoritam pokretnih kocki, a za bolje sjenéanje mogu se koristiti normale odredene iz polja boja.

Izgladujuce jezgre

Potrebno je odabrati dobre jezgre Ciji ée gradijenti i laplasijani odgovarati situacijama u

kojima se funkcije koriste, a bolji rezultati se postizu koristeéi drugacije jezgre za drugacije namjene

upravo iz tog razloga.
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Za izracun tlaka pogodna je 'Siljasta’ jezgra, Ciji gradijent ne teZi u nulu kada r tezi u nulu:
15 3
Wiitjasta(r, h) = pry (h—r7)

Za izracun viskoznosti pogodna je jezgra sa linearnom drugom derivacijom:

15 r3 +r2+h .
o ottty D

Whiskoznost (T‘, h) =

Za ostale jezgre (gustoda i polje boja) moze se koristiti jednostavna polinomijalna jezgra:

315 ) 3
Wpolinomijalna(rr h) = 6411 h° (h* —1%)

Sve jezgre su definirane na podrucju gdje vrijedi 0 <r < h, dakle unutar podrucja

medudjelovanja Cestica.
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6 Zakljucak

Postupci simulacije fluida nalaze Siroko podrucje primjene od prirodnih znanosti do industrije
zabave. Za vecinu primjena nije potrebno izvrSavati simulaciju u stvarnom vremenu, a vrlo rijetko ta
simulacija treba biti vizualno dotjerana. Svejedno, postupci simulacije u stvarnom vremenu koji

omogucuju i lijepu vizualizaciju su dobar pocetni korak prema ozbiljnijim primjenama.

Osim opisanih postupaka, postoji jos puno drugih od kojih su neki ve¢ zastarjeli i naprosto
postoje bolje metode, a neki su tek u svojim zacetcima i jednog ¢e dana mozda biti popularni. Uz
postupke simulacije bitni su i postupci vizualizacije od kojih su spomenuti neki ¢eséi, ali ne nuzno i
najbolji. Tema obuhvada siroko podrucje i nije moguée u potpunosti sve opisati, ali ono Sto jest

objasnjeno sluzi kao dobar temelj daljnjem radu.

Uz pronalazenje drugih metoda, daljnji rad bi se trebao orijentirati i na razmatranje
moguénosti paralelizacije nekog algoritma (Auer, 2008). Paralelno izvrSavanje algoritama je
popularno i efikasno rjesenje za ubrzanje nekih problema. Uzevsi u obzirom da je grafi¢ki podsustav
danasnjeg doba prilagoden visokoparalelnom radu, problemi vezani uz grafiku se ¢esto paraleliziraju

pa tako i problem simulacije fluida (Liu, 2004).
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Sazetak

Ovim radom je pokazana fizikalna i matemati¢ka osnova potrebna kako bi se ostvario sustav
koji vierno simulira fluid. lako neki opisani postupci nisu fizikalno egzaktni, temelje se na principima
opisanima egzaktnom fizikom. Postoje temeljne razlike u pristupu prostoru kroz koji se Cestice fluida
krecu, ali i skup metoda zajednickih svim postupcima. Razli¢itim se kombinacijama tih metoda
ostvaruju razni postupci za simulaciju fluida. Nakon Sto je fluid simuliran potrebno je nekom od
metoda pracenja povrsine pronaéi gdje je povrsina fluida, a nekom od metoda vizualizacije se ta
povrsina prikazuje. Napravljena je analiza prednosti i mana pojedinih postupaka. Na kraju je dan opis

jedne mogucde implementacije.
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